MPSI 19/09,/2026

DS de mathématiques n°1

Logique, calcul algébrique dans R

Durée : 2h. Calculatrices non autorisées. La clarté de la copie fera varier la note de 1 point.
Si vous repérez ce qui semble étre une erreur d’énoncé, vous le signalez sur la copie et poursuivez
votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous étes amené a prendre.
Les questions simples, ou avec une méthode classique et connue, doivent étre traitées
rapidement, sans perdre de temps au brouillon !

Exercice 1 — Autour de la suite de Fibonacci

On consideére la suite de Fibonacci (uy,)nen définie par :

Uy = O7 Uy = 1
Vn eN Up42 = Upt1 + Uy

On peut facilement vérifier que tous les termes de cette suite sont positifs : on pourra utiliser ce résultat
sans le démontrer sur la copie.

1) Calculer usg, usz, ug et us.
2) Montrer par récurrence simple que pour tout entier n > 2, on a :

3un < 2un+1 < 4un

1+v5\ 1 (1-v5\" )
5 — . Pour alléger
1-+5

3) On considére la suite de terme général v, =

1+2\/5 ot v =

I’écriture des calculs, on pose ¢ =
a) Calculer vy et v;.

b) Résoudre dans R I'équation 2* —z — 1 > 0.

c) Soit n € N. Montrer que v, 19 — Vp41 — vy, = 0.

d) En déduire que : Vn € N u,, = v,.

Exercice 2 — Quelques équations

1) Résoudre dans R :
|-22° —2 4+ 6| =4z — 1

2) Montrer que pour tout réel z :

2] + {x%—;J 4 P+§J — (32]
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Exercice 3 — Une équation fonctionnelle

Déterminer toutes les fonctions f : R — R qui vérifient :

(B): VeyeR flz—y)=flz)+ f(y) - 22y -1

Exercice 4 — Une inéquation & paramétre

Résoudre dans R en discutant selon le paramétre m :
vmx+1>«x

On pourra discuter selon les cas m =0, m > 0 et m < 0.

Exercice 5 — La conjecture de Caramel

)
On définit la suite (u,)nen par ug = 2, ug = B et

Vn € N* Upr1 = up(u_; —2) —uy
De plus, pour tout n € N*, on pose
q, = 28x@"=(=D)")
L’objectif de cet exercice est de montrer que pour tout n € N*, on a :
\_Unj = an

1) Montrer que pour tout n € N*, entier 2" — (—1)" est un multiple de 3. On ne pourra pas utiliser
la formule de factorisation de a™ — b™.

2) Calculer les valeurs de ay, as, az ainsi que ug et us.

3) Caramel, qui étudie en MPSI, a utilisé la question précédente pour conjecturer que :

1
Vne N u, =a, + —
an,

En supposant cette conjecture vérifiée, montrer que |u,| = a, pour tout n € N*.

4) Terminer la preuve en vérifiant la conjecture de Caramel.

Blague — un matheux lors d’un entretien d’embauche :
— Quelle est votre principale qualité ?

— Je suis trés rapide en calcul mental.

— 23 x 5477

- 56

— Mais c’est faux!

— Oui mais c’est rapide!
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